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Kap. 1. 


Die orthogonalen Invarianten. 


un 


L. 


Die Gleichung der Circularkurve dritter Ordnung sei in 
der Form 


PD = PO) + 3a) +3 WR + RN = 0 


gegeben, wobei 


a») = (+92) (aux + a08y) = (#49) (X - cosa+ ysina) 
@&,y) = a» x?+ 2 a1xry-+ ao Y? 
I) = Wr ta y  ZPRI = am ist. 

Es sollen die orthogonalen Invarianten, Kovarianten und 
kovarianten Punkte der Circularkurve untersucht werden. Im 
allgemeinen werden die orthogonalen Invarianten als rationale 
Funktionen der Koeffizienten der Kurvengleichung voraus- 
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nur durch einen numerischen Faktor unterscheidet und deren 


gesetzt. Die Größe o, —Va 


2 2 j 
At %g)?) der Form /% 


Vorzeichen positiv genommen werden mag, soll dem Ratio- 
nalitätsbereich der orthogonalen Invarianten, welcher jede 
orthogonale Invariante enthält, adjungiert, also als rationale 
Invariante angesehen werden. Später wollen wir noch eine 
zweite Quadratwurzel adjungieren. 

Da die orthogonalen Invarianten der allgemeinen Kurve 
dritter Ordnung (/®) = ap x°-+ 3 as x? y-+ 3 a12 X 9? + a03,y?) be- 
reits vorliegen”), so kann man nach den Vereinfachungen 


*) Vgl. die Abhandl. „Über orthogonale Invarianten der Kurven 3. Ordn.‘* 
von Herrn Thomae-Jena in den Leipziger Berichten von 1899. 
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fragen, die sich für die orthogonalen Invarianten ergeben, 
wenn die Kurve circular ist. 
Die orthogonalen Invarianten, die aus den Koeffizienten 
von /® allein gebildet sind, reduzieren sich alle auf die eine 
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& 2. Der Kreispal und die Invariante 


Die Gleichung der reellen Asymptote ist 
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Die beiden anderen Asymptoten haben die Gleichungen 
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Der Punkt x, y, ist der reelle Schnittpunkt der beiden 
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imaginären Asymptoten; soll er auf der reellen Asymptote 
liegen, so muss 


3 as (ao2 vn ao) — 200 Q0ı1 3 a8 (a0 EZ Qo2) — 2 Aso Aıı 
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sein. Die im allgemeinen Falle (aus dem Asymptotendreieck) 
hergeleitete orthogonale Invariante O, unterscheidet sich für 
den Fall der Circularkurve vom Zähler dieser Determinante 
nur durch einen numerischen Faktor; es ist nämlich 
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Wir setzen 
ZEN (as, = 2.) + 8 a30 @03 @auı + Qo2 (27, 3 a.) ae 
Das Verschwinden der orthogonalen Invariante 2, be- 
deutet also, daß sich die Asymptoten in einem Punkte 
schneiden. Der Schnittpunkt der „absoluten Asymptoten“ 
(wie wir die beiden imaginären Asymptoten nennen wollen) 
ist unter allen Umständen ein kovarianter Punkt. Man weiß, 
daß die erste Polare eines Punktes in bezug auf eine Kurve 
3. Ordnung ein Kegelschnitt ist, der durch die Berührungs- 
punkte der von ihm gezogenen Tangenten geht. Da nun für 
den Punkt x,y; zwei Tangenten nach den absoluten Punkten 
gehen, so ist seine erste Polare ein Kreis, weshalb der Punkt 
„Kreispol“ oder „kreishaltender Punkt“ genannt wird. 


$ 3. Die Mittelpunktsinvariante. 


Die Bedingung dafür, daß der Kreispol auf der Kurve 
liegt, /(x,y,) = 0, ist von der Wahl des rechtwinkligen Ko- 


ordinatensystems unabhängig und liefert eine orthogonale 
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Invariante, die bei der allgemeinen Kurve von der 7. Dimension 
ist (O,), sich hier aber durch Invarianten niedrigerer Dimension 
ausdrücken läßt. Da ihr Verschwinden zusammen mit &, =o 
die Bedingung für das Vorhandensein eines Mittelpunkts ist, 
so kann sie „Mittelpunktsinvariante“ genannt werden. Es ist 
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dann wird 
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Wir erhalten so eine zweite orthogonale Invariante 
3. Dimension, die im allgemeinen Falle nicht vorhanden ist, 
da dort die entsprechende Invariante von der 7. Dimension ist. 

Die allgemeinen Invarianten S u. Z' sind natürlich auch 
orthogonale Invarianten der Kurve, ihre Werte sollen später 
gegeben werden. In Op (2, 2, S T haben wir dann fünf ortho- 
gonale Invarianten, während die Anzahl der Koeffizienten der 
Gleichung der Circularkurve acht ist. Da nun die orthogonale 
Substitution drei willkürliche Konstanten enthält, so können 
wir die Koeffizienten von / durch diese acht Größen, wenn 
auch nicht rational, ausdrücken; andere „unabhängige“ ortho- 
gonale Invarianten können neben den erwähnten nicht mehr 
bestehen. Wir wollen jedoch noch weitere orthogonale In- 
varianten aufsuchen, einerseits, weil noch nicht gesagt ist, daß 
die bereits gefundenen auch die einfachsten sind, andererseits, 
um weitere geometrische Bedeutungen zu entdecken. 
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$ 4. Verschiebung des Koordinatenanfangs 


in den Kreispol. 


Ersetzt man in der Kurvengleichung x durch x+x,, 
y durch v-+v,, so verschiebt man den Koordinatenanfang in 
den Kreispol. Die Gleichung der Kurve wird dann 
(a30 X + a0 y+ ago Xp Qay) (+9? + 2% X 4 29994 X +9) 
+3 (an r?+2a1rxy+any?+ 20x X, + 2 aı (X yE4+Y% 
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+/(x,Y,) er 
Beachtet man, daß 
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en 


und 

a8 X, tt Q0Y, T3 a1 = 09 
ist, so folgt für die (auf den Kreispol als Koordinatenanfang) 
„reduzierte“ Kurvengleichung 


Q2 (9% 
(Q30 X + Qo3.Y) (x? +99) — > (xy) +3 0510x%+ 3 by + 2 le, 


1 1: 


wo 10, doı Abkürzungen sind. Aus dieser Gleichung ersieht 
man auch unmittelbar, daß für 2, =o %, = o die Kurve 
wirklich einen Mittelpunkt hat. 

Legen wir durch den Kreispol eine Gerade 


19220059 04 .8517.0) 
und setzen diese Werte in die reduzierte Gleichung ein, so 


erhalten wir 
n 2 e 
(A30C0osp + aossin p) sS? — 3 > 5?+3 (10008 + dor sin p)S+ —z = 0. 
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Nimmt man ax cosp— au sing — o an, was für den Winkel 
der reellen Asymptote mit der x Achse der Fall ist, so folgt 


Q j Os 
er s? — 3 (di0 cos p+ bu sin p) Ss — _ = el) 


Das Produkt der beiden endlichen Strecken vom Kreispol bis 
zur Kurve, die der Asymptote parallel sind, gibt dann der 
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invarianten Größe — DO eine geometrische Bedeutung, 
20, 


während die Summe dieser beiden Strecken 


2 (do @z0 — dio Qos) @ı 
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ist; Öyı @so — dio @g ist dann notwendigerweise eine orthogonale 
Invariante. Es mag noch bemerkt werden, daß für jede andere 
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ist, wodurch sich für die Invarianten Q, und 2, zusammen 
eine weitere geometrische Bedeutung ergibt. 


Die Gerade 


I 
box 4b y-+ Er =o 
1 


ist die zweite Polare des Kreispols, also eine orthogonale 
Kovariante der Kurve; ihre orthogonale Invariante dt b., 
ist deshalb auch eine orthogonale Invariante der Circularkurve, 
wir wollen sie im nächsten Paragraphen behandeln. 


Der Winkel & den die beiden kovarianten Greraden, die 
Asymptote und die zweite Polare des Kreispols mit einander 
bilden, ist eine Invariante, seine trigonometrischen Funktionen 
geben deshalb zu orthogonalen Invarianten Veranlassung. Der 
Sinus dieses Winkels unterscheidet sich von dyı @30 — dio @os, 
das wir schon als orthogonale Invariante kennen gelernt haben, 
nur durch einen Faktor, der selbst wieder eine orthogonale 
Invariante ist, während die Größe dio @su + doı @os gleich dem 
Kosinus dieses Winkels, multipliziert mit demselben Faktor, 
also ebenfalls eine orthogonale Invariante ist. 
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Es war 
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Die beiden Ausdrücke lassen sich noch auf die Form 
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Wie schon erwähnt, ist + b,, eine orthogonale., In- 
‘variante. Die Klammerausdrücke auf der rechten Seite sind 
von der fünften Dimension, die Summe der Quadrate liefert 
also eine orthogonale Invariante von der zehnten Dimension, 
die wir nicht ‚besonders benennen wollen, wohl aber wollen 


wir bezeichnen 


und auch w, dem Rationalitätsbereich der orthogonalen In- 
varianten adjungieren. 
Ferner ist 
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dann findet man 
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Den Klammerausdruck vr eine orthogonale Invariante von 
der 6. Dimension, bezeichnen wir mit Q,’, sodaß also 
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Bilden wir die Summe der Quadrate dieser beiden neuen 
orthogonalen Invarianten 6. Dimension, so erhalten wir 


2 r2 2 2 
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8 6. Der Polarkreis und die Invariante Q.. 


Die reduzierte Gleichung der Cirkularkurve war 


2 2; 
(030 + 039) (@?+y?) — > (#249) +3 Box + 3 61 y+ 553 9 
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Der Polarkegelschnitt des Kreispols, den wir kurz „Polarkreis“ 
nennen wollen, ist dann 
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Für eine Circularkurve mit Mittelpunkt fällt er mit der zweiten 


Polare des Kreispols d540x+boıy = 0 zusammen, die dann 
Wendetangente wird. 


Das Quadrat des Radius des Polarkreises ist 


e \ 2, 
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Der Zähler dieses Ausdrucks ist eine orthogonale Invariante, 


die wiederum von der 6. Dimension ist und die wir deshalb 
mit Q, bezeichnen wollen. Sie ist weder mit 2,’, noch mit 4,” 
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identisch, da in (Q, der Koeffizient a9 (durch 4%,’) vorkommt, 
was bei (2, 4” nicht der Fall ist. In den allgemeinen Koeffi- 
zienten und @,, (2, drückt sich 2, wie folgt aus 


2; = 36 ((ao2 — a)? +4 a’) - ((@30 @20 + @o3 @11)? + (@o3 @02 + @30 @11)?) 
+ 16 o, (a), = a,,) 48a @, 2, 
+ 48 ©, (ao. — 49) (Q30 Q29 Q10 — 03 Qo2 Aoı) 
— A1ı (002 + @20) (@30 @oı + @os a0) — 2 a, (@s0 @ıo + @os ac)! 
+12Q, { (2092 — 20) (@30 @10 — Qos3 @aoı) — 2 Aıı (a0 @oı + @os au)}‘ 
Es gilt auch noch 
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$ 7. Die Normalform der Kurvengleichung. 


Mit Hilfe von 2, und Q,” und az, aos können wir Ö0 und 


Öo} rational darstellen 


I 
(et = RT er 030 = > Aus, 
4 @D, 


I 
di = Fu . IE a + 2 a0} . 
4 &o, b 


Bezeichnet man mit & den Winkel zwischen Asymptote und 
2. Polare des Kreispols und mit «a den Winkel der Normalen 
zur Asymptote vom Kreispol mit der x Achse, so ist 
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Setzen wir diese Werte für @3@0 und do doı in die reduzierte 
Gleichung ein, so erhalten wir als „Normalform“ der Gleichung 
einer Cirkularkurve 3. Ordnung 


h 3.2 
(x cos a + y sın a) (x? +?) — = +9?) 
20, 
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welche durch Einsetzen des entsprechenden Wertes von a (z.B. o 
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oder —) ohne weiteres noch mehr vereinfacht werden kann. 
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$ 8. Die Invarianten S und Z. Die Doppepouar 2 
invariante 7? -+ 64,9%. 

Die allgemeinen Invarianten ‚S' und 7’ sind, wie schon er- 
wähnt, auch orthogonale Invarianten der Kurve In den 
Koeffizienten der Normalform (a muß als variables Element 
fortfallen) drücken sie sich folgendermaßen aus: 


en 


fi PART Ks, 5 
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cos e ist dabei natürlich keine transzendente (Größe, sondern 
2% 
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die orthogonale Invariante 
od ©; 


Mit Hilfe der orthogonalen Invarianten haben sich ‚5 und 
7 wesentlich vereinfacht, denn bei der allgemeinen Kurve 
3. Ordnung besitzt die biquadratische Invariante ‚$' 25 Grlieder, 
die bikubische 7’ deren 103. 


Besonders einfach gestaltet sich der Fall der Circular- 
kurve mit Mittelpunkt, dann wird 


@- 8 ”s 
: u == EB - (9 — 8 cos? e) cos e. 
TO. 2 4 o, 
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Das Verschwinden von ‚S' bedeutet, daß das Doppelver- 
hältnis der vier Tangenten von einem Punkte der Kurve an 
dieselbe äquianharmonisch, das Verschwinden von 7, daß 
dieses Doppelverhältnis das harmonische sei. Ferner bedeutet 
das Verschwinden von 7, daß die zweite Hessesche Kurve 
mit der Mutterkurve, das Verschwinden von ,‚S, daß die zweite 
Hessesche Kurve mit der Hesseschen Kurve selbst zu- 
sammenfällt. 

Zur Berechnung der Invariante 7?-+64.53, deren Ver- 
schwinden bekanntlich bedeutet, daß die Kurve einen Doppel- 
punkt hat, müssen wir S' und 7’ noch etwas umformen. 


Es ist 

KB I 152 De 2 ı& N 

Si 510, 2 ww +38, — (3 I — 2 @ı @; 608 E)?, 
9:10 

Be ä [— 3.0, (2% ch +3 0,) (3% — 2 @, @; c0$ e) 
27 64 102) 
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Setzen wir zur Abkürzung 


Dip TR o, +3 - C 
ao, OR 62 :, 
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I : ae db 
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T= \ a 3abe 20 20 
27204. 078 
16 | 
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+ga®d+a0b?d— 3 eh, 

Wir finden also, daß die Doppelpunktsinvariante einer Cir- 
kularkurve 3. Ordnung, abgesehen von einem invarianten Faktor, 
der auf das Verschwinden keinen Einfluß hat, gleich der Dis- 
kriminante der kubischen Gleichung @a2?+302?+3c2+d=o 
ist, worin a dc d die oben gegebene Bedeutung haben. .S' und 
7 sind bis auf einen Faktor die Koeffizienten der Resolvente 
dieser Gleichung. 


Kap. 1. 
Kovariante Geraden und Punkte. 
$ 9. Die orthische Gerade. 


It z=&, y—=n,. ein Punkt, in dem die baden re 
tungen, für welche die Summe der Strecken von &,n, bis zum 
Schnitt mit der Kurve Null ist, auf einander senkrecht stehen, 
so nennen wir den Punkt einen „orthischen“. Bringen wir die 
(Gerade 


x—=&+Ss:cosp yzntSs: sn Y 
zum Schnitt mit der Kurve, so erhalten wir als Faktor von s? 
; a 
c0S?9(3 &, cosa + m sına — N 
2@ 


1 
+ 2cosp sin p(E, sin a+ n9 608 a) 


3, 
3). 
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+ sın? o (£&, cos a + 310 Sin a — 
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Sollen die beiden Richtungen, für welche dieser Ausdruck 
verschwindet, auf einander senkrecht stehen, so muß 


. . 2 ° 3 2; 
SCHE MSINA— = :&,c0osa-+ 3, sIına — et 
2 ur 2 ur 
oder 
: 3 2; 
5 COSaA-MSMA— —, —=O 
40, 


sein. Die Punkte &,n, erfüllen also eine Gerade, die wir die 
„orthische“ nennen wollen. Sie ist eine kovariante (rerade der 
Kurve und ist der reellen Asymptote 


3 4 
%Xc0sa+ ysımna— —z—=Oo 
20 


1 
parallel. Der Abstand A,„, beider Kovarianten ist von der 
Lage des Koordinatenkreuzes unabhängig und muß sich daher 
ganz durch orthogonale Invarianten ausdrücken lassen. In der 
Tat finden wir 
AR, 


zz} 


Art: 3 
Ag=773, wodurch 9 (: ©) 
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40, 
wiederum eine unmittelbare geometrische Bedeutung gewinnt. 
Die Abstände des Kreispols von beiden Greeraden, A,, und A, 
müssen ebenfalls bei jeder Veränderung des Koordinaten- 
systems invariant bleiben. Es ist 

97 2 
N ea 
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o 3 a 
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Die orthische Gerade verläuft also in der Mitte zwischen dem 
Kreispol und der reellen Asymptote*), oder die orthische Ge- 
rade und die reelle Asymptote bilden mit ihrer Parallelen 
durch den Kreispol und der unendlich fernen Geraden zu- 
sammen einen (kovarianten) harmonischen Büschel. 

Der Kreispol ist orthischer Punkt, wenn Q, = o ist, 
d. h. wenn orthische Gerade und Asymptote zusammenfallen, 
was besonders bei den Mittelpunktskurven eintritt. Die orthische 


*, Fricke (Circularkurven 3. Ordn. Diss. Jena 1898) nennt sie Mittellinie, 
ohne ihre geometrische Bedeutung als orthische Gerade zu kennen. In Loria, 
Ebene Kurven, wird sie auch Mediane genannt. 


Be 


Gerade schneidet aus der Kurve ein Paar im Endlichen 
liegender orthischer Punkte heraus, die für die Mittelpunkts- 
kurven unendlich fern werden. 

Fernere kovariante Grerade sind die oben erwähnte Parallele 
zur Asymptote durch den Kreispol, deren Gleichung 


x .cosa+ysina — 0 
ist, sowie die Normale dazu durch den Kreispol 
x SIMA—YCOSa — O0. 


Die Schnittpunkte dieser Geraden mit anderen Kovarianten 
und der Kurve ergeben kovariante Punkte. 


810.0 Der Asynpfotenpurke 


Vermittelst der orthogonalen Invarianten lassen sich die 
Koordinaten x,y, des Schnittpunktes der Asyımptote mit der 
Kurve, des „Asymptotenpunktes“, leicht berechnen, was bei all- 
gemeinen Koeffizienten ohne orthogonale Invarianten nur 
durch äußerst komplizierte Rechnung möglich ist. Es ist 

92; 0, sin(a+e)+ 0), o sin a 


0 Ra 
00,0, : Sm E 


y 92, w, cosla+e)+ 2, Io cosa 
a ZEIT 
6 05 o. SINE 
Das Quadrat der Entfernung des Asymptotenpunktes vom 
Kreispol ist 
8 ©: 2 © 10 Q N 5 
I No 3 ©] + 18 20200 


1, c08 € 


ua 
36 w, @, sim? 


Für die Mittelpunktskurven fällt der Asymptotenpunkt 
mit dem Kreispol zusammen. Die kovariante (Grerade durch 
den Asymptotenpunkt und den Kreispol hat die Gleichung 

x (9 2, ©, sin(a ++ 2, Op sin a) 
+,(9 9, @, cos(a+2)+ 9% o, COS OO: 


$ ı1. Der Mittelpunkt des Polarkreises. 


Ein kovarianter Punkt ist auch der Mittelpunkt des Polar- 


kreises 
Ol ya 10 
— 2, (x wer ne A 0; 
1 
seine Koordinaten sind: 
@)- [09] s 
= > £os(a-+ e) De ae sınla), 
20, 2 2w, 0; 


Seine Entfernung vom Kreispol ist ns wodurch sich 


Eu 


20, &4; 
auch für w, in Verbindung mit Q, und ®, eine unmittelbare 
geometrische Bedeutung ergibt. Die Gerade durch x,, y,, und 
den Kreispol 

x sin(a+2:)—Yycos(a+e) = © 
ist ebenfalls eine Kovariante, die natürlich senkrecht zur 


2. Polare des Kreispols 
22 @, 


xcos(a+tg)+ysin(a+e)-+ en 


2 0, 


steht. Auch die Parallele zur 2. Polare durch den Kreispol 
ist eine kovariante Grerade, wie die Schnittpunkte dieser Gre- 
raden mit der Kurve kovariante Punkte sind. Die invariante 


’ 


Größe 5, hat, abgesehen vom Vorzeichen, noch die geome- 
3 


trische Bedeutung, daß sie die Potenz des Kreispols in bezug 
auf den Polarkreis darstellt. 


$ ı2. Die Begleiterin der unendlich fernen Geraden. 


Die Begleiterin der unendlich fernen Geraden erhalten 
wir, indem wir die Tangentialpunkte der drei unendlich fernen 
Punkte der Kurve, d.h. die Schnittpunkte der Asymptoten 
mit der Kurve bestimmen. Die Begleiterin geht dann natür- 
lich durch den Asymptotenpunkt. Ihre Gleichung ist: 

LER @, 


x.cos(a+e) + ysin(a+e) + 0 


6 w, 


an 


Sie ist der zweiten Polare des Kreispols parallel. Die 


2 
2. © 


. . . Z 1 . 
Entfernung beider Geraden von einander ist ‚ was wieder 


5 


BE, 
eine neue geometrische Bedeutung für 2; | 5) ergibt. 
0) 
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$S ı3. Das Zentrum des Polarkegelschnittbüschels 


der unendlich fernen Geraden. 


Setzen wir in der Normalform statt xy x -+-S:coso 
y-+s:-sing, so ist mit s multipliziert 


ı 
: ee cos (a + &)) 


40, 


c0sp (3x? cosa+2xysina- y?cosa— 


Ei 
+sınp (X?’sına+ 2x ycosa+ 3 y?sına — SS y-+ s = sın (a-+ E)). 
oO, 40, 


In jedem Punkte gibt es also eine Richtung, in welcher 
die Summe der reziproken Strecken von xy bis zur Kurve 
Null ist (für den Kreispol ist dies die Richtung a+c+) Es 
gibt aber vier Punkte, in denen dies für jede Richtung statt- 
findet, das sind die Grundpunkte des Kegelschnittbüschels 


1) 
(3 °%°+ y?) cosa-+ 2xysma— I x+? = cos (a-+ &) 
@, 40, 
+ Ada? + 392) sına-+ 2 xycosa—” 2y+2 sin(a+e)\ —O 
@, 40, | 


(Wie in Kap. III genauer erörtert werden wird, ist dies der 
Polarkegelschnittbüschel der unendlich fernen Geraden.) Der 
Büschel bestimmt verschiedene ausgezeichnete Punkte, z.B. die 
vier Grundpunkte und dann den Schwerpunkt des Vierecks 
der Grundpunkte, den wir „Zentrum des Büschels“ nennen 
wollen, er hat die Koordinaten 


‚Mt ttr Br m 
en. 08 BE Narr 
4 4 
wenn % 7 -- X 94 die Koordinaten der Grundpunkte sind. 


Seine Koordinaten sind immer reell, wenn auch die Grund- 
punkte teilweise imaginär sind. 
Um die Rechnung etwas zu erleichtern, nehmen wir noch 


eine Drehung des Koordinatensystems vor, indem wir a =— 
2 


setzen, d.h. die Richtung der reellen Asymptote zur x Achse 
machen. Dann erhalten wir für die beiden Kegelschnitte 


[9] 


2 2) 
3 ER 5 


R . 
BEN Re SINE — O 
m, 49, 
2 
23 R) 3-3 3%; 
ee a sCOSE—O. 
© 4@, 


Wir berechnen aus der ersten Gleichung 
38%; 


3 
> 9, 


3 @); sın € 


y 5 
8 un x 


= 


und setzen diesen Wert in die zweite Gleichung ein, dann 
ergibt sich: 


2 
90% 30% 990 . ZUDEE, 

xt 4 an cose)x? + SINE: XH+ nsm?Ee= 0. 
40, 40, 40, 64w, 


Da die Summe der Wurzeln dieser Gleichung Null ist, 
so ist auch die Abscisse des Zentrums (für das spezielle 
Koordinatensystem) Null und 


N RL ON A ED LANE ELE 
a = + sine, r SE 


3 5 ; 

% er 
20), 320, 1 2 8 4 
2 FON DNA Ar 3. 
3 S — sın E 1 74 oO 2. 
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Drehen wir das Koordinatenkreuz wieder um den Winkel 
— — a zurück, so erhalten wir unser ursprüngliches Koordinaten 
2 


system wieder und für die Koordinaten des Zentrums ergibt sich 
Re 


= cosa y=sina. 
ee 1 
Dieser kovariante Punkt liegt also auf der Normalen zur 
Asymptote vom Kreispol aus, seine Entfernung vom Kreispol 


2 ” 


ist —, für die Circularkurven mit Mittelpunkt fällt er in den 
@, | 

Kreispol. Von der Berechnung der Grundpunkte selbst müssen 

wir absehen, da dabei Irrationalitäten, wie vierte Wurzeln auf- 

treten, die nicht für unsere Zwecke geeignet sind. Das Zentrum 

des Kegelschnittbüschels gewährt uns die Möglichkeit, noch 

eine Fülle weiterer kovarianter Geraden und Punkte zu be- 


stimmen, die wir hier aber nicht weiter behandeln wollen. 


$ ı4.. Der Schwerpunkt des Systems der reellen 
Brennpunkte. 


Eliminiert man x aus der Normalgleichung 


(x cosa+ y sin a) (x? + 92) — 3% (x? + 92) 
20, 


’ 


a (x. cos(a+&)+ ysin(a+e))—+ = —o 


40, @, 
und =—yi-+c worin c=y-+öz, so erhält man 
5 Ba 30... > ir 
— 2 y?c(cosa+tsina)+y\——z c1— 3c?2tTcosa-4 c’Sıma 
(40) 
1 


Beh (-Feosta+ + sinla+ 9) + ercaa 3 e 


40° 20, 
2 oz 
+2 5. cos{a+ 2) + .=0. 
40@, 80, 


Diese Gleichung muß, wenn x-+yz=c Tangente an die 
Kurve sein soll, eine doppelte Wurzel haben, es muß also die 
Diskriminante der Gleichung, eine Gleichung vierten Grades 
in c, verschwinden: 


, \ 6.0; ao 9% 
e:sinat iansalt+ 0 (osa-isina)+ e(— 
oo ei 
3 ©, RE 92,0, 38 
+ 5 (cose — 32 51ne)\ + c BE (cos (a+e)+zsın (a-+8)) 
1 1 


2 


+ (cos a+ sin ) = - 23 (—2cos(a+2)+sın(a-+e))= O0. 
i 16 


1 


Die Wurzeln dieser Gleichung sind 
Cu Yutr?ö,, während »=y, y=Öö, M=1,2,3,4 


die Koordinaten der vier reellen Brennpunkte sind. Die 
Brennpunkte selbst lassen sich nur durch Auflösung einer 
Gleichung vierten Grades berechnen, dagegen können wir 
den Schwerpunkt des Systems der reellen Brennpunkte, der 
wiederum ein ausgezeichneter Punkt ist 


= atatata)=n 088 


leicht bestimmen. Es ist 


3 Be 
(= er me = 5 (08a -F 25H a), 
40, (sima-+tzcosa”? 2w, 


6.0, (Üsin a— cos a) a e 


also 
3.2, 3, 
080 ST sind. 
20, 20, 


Der Schwerpunkt liegt ebenfalls auf der Normalen zur 
Asymptote durch den Kreispol und zwar im Schnittpunkt 
beider Geraden, der so eine wichtige geometrische Bedeutung 
erhält. Seine Entfernung vom Asymptotenpunkte ist 

9 2,w,c0se+ 2, o. 
6.0, o SIN € 
Für die Mittelpunktskurven fällt dieser Punkt ebenfalls in den 
Kreispol. 


Kap. Il. 
Kovariante Kegelschniitte. 
$ ı5. Der Polarkegelschnittbüschel der orthischen 
Geraden, 


Die ersten Polare eines Punktes &» in bezug auf die Cir- 
cularkurve / ist 


&((3 oa ya, = cos (a-+ E)) 


40, 


+n (ee 39 sinat 22 yeosa 3 ya 2 sın (a &)) 
o, 40, 
— In (a0 4 ya +2 (#005 (a+ ©) + ysin (a-+ 8) 
20, 20, 
32, Sa 
sw, 


Die zweite Polare des Punktes &n hat die 


x. (3 ®2-+n? ee: u cos (a + e)} 
@, 40, 

yle+3nP)snma+2E&n cos a— > y- se sin (a + e)} 

| o, 4®, 

er 

et Sean ar 3 — Ecos(a ++ nsın (a--e)) 

2 @. 20, 

2 o 4 
u 


In Kap. I haben wir schon gefunden, daß die erste Polare 
des Kreispols der Kreis 


2 
Br Ps ° (x cos(a+.)+ysin(a+e)-+ n =.8 


@, 


und die zweite Polare die Grerade 


2% @, 
xcos(a+e)+ysin(at2+ =G 
2 5 
war. — Setzen wir nun statt &n in die Gleichung: der ersten 
Polare die Punkte der orthischen Geraden 
Ecosa+n sina— J “ _ 
48, 
ein, so erhalten wir 
2; 
e|ß x? 9?) cosa- 2 xysina— Ex __ Epos (a+9) 
@, 40, 
2. 
(- Ecotga + a (a 392) sina+2xycosa— 3 y 
4@, Sin a @, 
0) er 3 0%, 
A Eina+)- 3 2 224) 5 (%.cos(a-+ e) 
40, 20, 2 ©, 
3 2; 


-+ ysin (a+&)) + a Re, 


©, 


(x? 2 . 392; 3.02, f E 
— y?) sınal\l2&cosa — =) +2x7% 30080 — E08 2a 


10077 


RT . ()- . . 
3 «| ola.e):, S sınma- 39 | -— sın(a+ e) sına 


‘ oO 5) 
2 > 
2 m, Do, 2 wo, 


10) 3-4 @- a SA 
+ —-Ecosa— bes e  sna+ 9 


©, 40@, 4@, 16. 
EBEN 
+ zsna=o 
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Das ist ein linearer Büschel von gleichseitigen Hyperbeln, 
dessen Kovarianten, z. B. der Ort der Brennpunkte und der 
Mittelpunkte auch orthogonale Kovarianten der Circularkurve 
sind. Für die Mittelpunktskurven nimmt der Büschel die 
Form 


Een 30 & 
(7? — 93) E sin (2a) — 2x y& 08 (20) + 2, sina (x cos (a+e) 


[9] 
22 oO, 


+ y sin (a + &)) — 3% Esine ei) 
40, 
an. Für &=o erhalten wir daraus wieder als Polarkegelschnitt 
des Kreispols die Gerade x cos(a+e)+ysın(a-+ e) = 0, die mit 
der unendlich fernen Geraden zusammen einmal als Polar- 
kegelschnitt eines orthischen Punktes als gleichseitige Hyperbel, 
dann als ı. Polare des Kreispols als Kreis anzusehen ist. 


$ 16. Die erste und zweite Polare des Mittelpunkts 


des Polarkreises. 


Setzen wir für &n bezw. 


1677 10077 . 
es BLOSIATE) , Yen rg Sl -E), 


so erhalten wir als erste Polare des Mittelpunktes des Polar- 
kreises 


Q& | 
40 ( 208 (a4 doosat ce 2) + 2xysin@ate 
es 
| Si 32% 
+9? |2sın (a+e)sına+ cose — 
v0, @; 


ale 


2 ‚4 
| 0, +9 w,)=0 


40,0; 


einen Kegelschnitt, der seinen Mittelpunkt im Kreispol hat. 
Die zweite Polare des Punktes 7%, ıst: 


X = eos? (ae) +; >: Senat ) cos a 
40, 40, 
T- 
> sin (+ &) cos (a+ ) sina— 2 cos (a-+ &) 
Eee a 


2, Be. | 
+ — 5 sin(a-t 2) cosla,-e)cosa—- — „31 05 x 


Br 
40, 40, 
@- Q, 
ln Re 
80% 80, 
oder 
>) 
nn 
RA 797126080 1.8)0050 2.0084 
49, 3 
| es, 
+ 2cos(a-+ e) sin (a+ €) sin a) — ae, 
4@, | 


40, 2, 


w- 
ern: (2 sın? (a + e) sına+ sın a 


+2cos (a+ e) sin (a+ E) cos a) _ Er sin (a-+ R 
ai | 
en 
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20,0, 0,20 


oder 
Io, 0, C0Sa-+(2 m,w, COSE— 3 22) cos (a + N 
+, Kon ©, sin a+ (2, @; C0oSE— 3 2.) sin (a+2)} 


3%; 2 ‚4 
a an eo )=o. 
20, @5 


Dieser Ausdruck reduziert sich für die Mittelpunktskurven auf 


x {cos a+ 2cosecos(a+ e)\ +ylsin a+ 2cosesin(a+ e)} =: 


8 17. Der Polarkegelschnitt des Asymptotenpunktes. 


Wir setzen nun statt &n die Koordinaten des Asymptoten- 
punktes x,y, ein: 


I. an cos (a-+ &) 


o, 40, 


(9 2; ©, sin(a+e)+ 2 oO. sin a) NE x? +y?) cosa+2xysina 
N 
J 


— (9 2, ©, cos (a-H &) + 2 o, c0S a) ((#?+ 39%) sina-+ 2XYCosa 


2 ( 3 
By. ee na = sin (a + 2)y+ 6.05 Dre 3% (x?+y?2) 
o, 40, \ 2 OD, 
8 Br: 
+ &oosla +)+ysi2le+9))+ —,,)—=0 
20, 8W, | 


—xylg 2, @;, C0S (2a+2J+9, 0 


x? C0S a (9 2, 0, sin (a+ 2) + 2; o, sin ay 

\ 
ı 05 20, 
— y?sın a [9 0, 0, cos(a+e) + 2; oO. cos a 


x . a Ber 
+ SZ — 2, (9 2; 0, sin (a+&)+ 9; w, sın a) 
20 
1 
+3 o- ©, cos (a-+-e) sın ei 7 { Q,(g9 2; @, cos (a -- €) 


+9, o. cos a) + 3 @- o, sin (a-+- e) sin ei .- : 2. WE SINE -O 


oder wenn wir 
Ya Ö4 
X ee FE a J nd BE a ee SE 


3 Bi Fee Som: 
6m, 0, Sim E 6.0, 0, Sm E 


setzen 


x? 0050: Ya +xXYy(y, Sina 6,cosa) + y?sin ad, 


3% 9 B 
+ ; (3 @, @y cos (a+ e) sın e— 9; y,) 
20, 
> . . ’ : 
+ u (30,0, sen (a+e)sıne— ,6,)+ Fi 2 0, sıme—=o 
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1 

ein kovarianter Kegelschnitt, der natürlich durch den Asymp- 
totenpunkt geht. Seine ausgezeichneten Punkte und Geraden, 
wie Brennpunkte, Mittelpunkt, Achsen und Asymptoten stellen 
auch kovariante Greraden und Punkte der Circularkurve dar. 
Dieser Kegelschnitt, der im allgemeinen ein Mittelpunktskegel- 
schnitt ist, kann in eine Parabel ausarten, wenn nämlich 


I 

y„0.5macosa — z (y„sIna- 0,0080)2=0 
ist, oder 

yasina—0,008a=O0, 


d.h. wenn der Asymptotenpunkt auf der Normalen zur Asymp- 
tote durch den Kreispol liegt. 


$ ı8. Parabelpole. Der parabelhaltende Kegelschnitt. 


Wir setzen in der Normalform wieder an Stelle von x y 
X+s:cosp Y+s:sino und erhalten als Faktor von s? 


3,0 
cos? 93 X cosa+ Y sina 314 2 605 pn 


L 20, | 
) ( N 2 
+ cosar +sin?p X cosa+3YF sin a — nt 
) t EL: 


Soll dieser Ausdruck, gleich Null gesetzt, eine doppelte 
Wurzel haben, d.h. sollen die beiden Richtungen, in denen 
die Summe der Strecken von XY bis zur Kurve Null ist, in 
eine zusammenfallen, so muß 


3 
2 &, 


(Koina+Yoosajt— (3 Xcosa+Y sina— 3. (Xena 


2 3 
©, 


+3 Vsına— a) =° 


sein; die Punkte X Y liegen dann in dem Kegelschnitt: 
X?(3 cos®?a— sin?a)+8X Ycosasın a+ Y? (3 sin? a — c0s? a) 


602 | 92 
— —- (X cosa+Y sina)+ "—o 


6 
oO, 4@, 


Dieser kovariante Kegelschnitt, welcher immer eine Hyperbel 
ist, wird der „parabelhaltende Kegelschnitt“ genannt, weil die 
erste Polare eines Punktes desselben in bezug auf die Kurve 
eine Parabel ist, die Punkte X Y heißen dementsprechend 
„Parabelpole“. 


S ı9. Der Polarkegelschnittbüschel der unendlich 
fernen Geraden. 


Der Polarkegelschnitt des unendlich fernen Punktes der 
Rschsesist: 


2 D S; (gb) 
De Dur 
> B DE. 3 > 19) IE 
Bee wereosar- 2X ysma= „x, £os(arg)=o 
oO, 40, 
der des unendlich fernen Punktes der yAchse ist: 
| 30. 30, | 
(x?+3y?)sina+ 2xycosa— —2y + —  snlatd)=o 
I J 2 $ N Hk? 
o, 40, 


so daß der durch beide bestimmte Büschel 


Zus 3 @- 
= | O >, 
er cos(a+e)—- 


(9) 
@, 40, 


(3 7?+y%)cosa+2xysina 


FRE al OF 

(Wi 3)simat+2ryaosa- y+ "sin (a+)) =o 

@, 40, 

den Polarkegelschnittbüschel der Punkte der unendlich fernen 

Geraden darstellt. Das Zentrum dieses Büschels haben wir 
schon in Kap. II behandelt. 


Drehen wir wieder das Koordinatensystem, so dass die 


Normale zur Asymptote yAchse wird, dann erhalten wir als 
Polarkegelschnitt des unendlich fernen Punktes dieser Normale 
die Ellipse 


2 u 
a OR a Far 5 60SE=0, 
@, 4 


et 28 a 


deren Mittelpunkt auf der Normalen liegt und vom Kreispol 


die Entfernung = hat, ferner ist eine ihrer Achsen die 
20, 

Normale zur Asymptote, die andere ist der Asymptote parallel. 

Der Polarkegelschnitt des unendlich fernen Punktes der 


Asymptote (oder der Kurve) hat die Gleichung 


30, 30, . 
DEN a on ne 9 
©, 4@, 


Er ist eine gleichseitige Hyperbel, deren Mittelpunkt im 
Asymptotenpunkt liegt und deren Asymptoten die Asymptote 
der Kurve und deren Normale im Asymptotenpunkte sind. 


$ 20. Die Polokonik der unendlich fernen Geragen 


Die geraden Polaren der Punkte einer Geraden haben 
als Stützkurve einen Kegelschnitt, den wir Polarkegelschnitt 
oder Polokonik der (Greraden nennen. Setzen wir in der 
Gleichung der zweiten Polare des Punktes &n an Stelle von 
En bezl. s-cosp, s-sino, dividieren durch s? und lassen dann s 
über alle Grenzen wachsen, so erhalten wir als gerade Polare 
(Polargerade) des unendlich fernen Punktes der Richtung «a 


3.2 
cos? \; ALCOoSAFYSIRA— . +2cospsinp(xsina--y Cosa) 
1 


ei, | a ni 
Sm p\rcosa+- 3 ysına— —z |)=O. 
2 @, 

Setzen wir abkürzend g@=4 und schreiben für die 
Gleichung der Polargeraden A+22/-+(C4’=o, so erhalten 
wir durch Elimination von A au A+Di=o C/AtDB= 0 a8 
Gleichung der Stützkurve dieses Büschels zweiter Ordnung 


AC—-B?:=0o öder 


3.2, 3.2; 
3%0050 7 YSINa-— KERNE z) 


20, 


— (x sina+ycosa)?—= 0. 


an 20. a 


Dieser Kegelschnitt ist der in $ ı7 ermittelte parabelhaltende 
Kegelschnitt. 


un 


21. Die Pölokonik der Geraden z=E&-s:.coso, 
y=nts-sino. 


Um im allgemeinen die Polokonik einer Geraden x = £ 
+S:0089, y=n-+Ss-sinp zu erhalten, setzen wir in der 
Gleichung der zweiten Polare von En für &n bezw. &-+s:coso, 
n+s:sing und bilden die Diskriminante der so entstandenen 
Gleichung zweiten Grades in s, diese gleich Null gesetzt, er- 
gibt die Polokonik I/(xy) = o der Geraden. 


x Hk 2+n?+28s(3&cosp+nsing)+S?(2cos?p-+ ı1)]cosa 


+2[En+s(Esng+ncosp)—+ Ss? sing cos go] sin a 


32, 
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© 40, 


+y [+ 3n?+2s(&cosp+3nsing)+s?(2sin?p-+1)]sina 
+2[En+s(&snmpo-+ncosp)+S?sing@cosg] cos a 
3%, 5 


DENE \ 
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: e [Ecos(a+e)+n sin (a+8)+ 5 (cos p cos (a-+ €) 
20, 
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, 


+ sin psin(a-+ e))] + De 


0, 
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2 NIE 005? 9 +1) cosa+ 2 sin p cos p sin a] x + [(2 sin? p -+- 1) sin a 

3%, 
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+ 251m p cos p cos a] y— 
20 


+28 HIe Ecosp—+nsiny) cosa-(Esmp—ncosyp) sin a 


Oo 
E cos p]x-+-[(E cos o se 3nsing)sin a 
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1 
3. 3.0 


+(Esinp-+ncosp)cosa— — sing] y— ——(E cosp-+ sing) 
2.0, 20, 
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a (cos (a+8)cosp-+ sin (a+ e) sın p), 

40, 
2. 30, 

2 &E4+—.c0s (a-+e)] x 
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© 40, 
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(Ecosle tg +nsinletg)e 2 
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- 2 +3 nd) sina+2&ncosa 


3! 3.0, 


2 0. 


Endlich 
(3&cosp+nsing)cosa+(Esingp-+n cos p)sin a 


30089] x + [(Ecosp +3 nsin p) sın a 


oO, 


32, . 
II(x,y) = + (ESMYP-+Ncosp) cosa— = sing] y 
20, 


30, 
)+ 3 (cos p cos (a-+ €) 
40, 
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— I 2 c0sS?@-+-1)cosa+ 2sin pcospsina]x 
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2@ 
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o, 4@, 
nt ae 2 32, 
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rt) + Ecos(a+2)+nsin(a-+ 2) 


20, 20, 


$ 22. Die Polokonik der reellen Asymptote und 
ihrer Parallelen durch den Kreispol. 


Die Gleichung der Asymptote in Parameterform ist 


3: 
x — es. — 820080, 
2 W, cos a 
Setzen wir also 
3 2, s 
E= =——, 1=0, 059 = —SMAa, SNP— Cosa 


2 OR cos a 


in die Gleichung der Polokonik ein, so erhalten wir 


2 
| 302, 341 730, E 
Il(x, = 3 sina|\xcosa rıV SIA 3 E - COSASIME 
20, 20, 40, 

204 
area 
3 5) 
2 un 


3 ) | 3 O)- 


(a cosa-+ ysina— - — =-C08? alx cos (a -- €) 


: 
Sin c0sa+ysına — 
| 
18 
u 


@, 20, 40, 
RE: 
2,0; 90,0, | 
+ ysın(la-+t e)- Sn 7 605.7 E) E05a 70 
2 0), 4 on | 
| 
g 2 
u weosa  VSnOr (3 2. cosa 
( 20 J 
L 
> 
+ 0,0, c0s(a+2))x+(3 2% sına-+ w,w, sin (a+ &))y 
| 3 2, 2 2, ©) u 
u 3 —(2 0,0, C0OSE— 3 a 2 — sin?e=0. 
20, - o, 


Das ist eine Hyperbel, deren Asymptoten die Asymptote der 
Kurve und die Gerade 


[3 2 c05a+@,w, cos(a+8)]x +[3 can sin a-+ w,w, sin (a-- &)]y 


RRR: 
32, 9 2, @, 
-- > (2w,0,c08e — 3 %)+ ER: u, 
2 o, 2 


sind. Für die Mittelpunktskurven reduziert sich die Polokonik 


der Asymptote auf 

CE UN 
Ssin?e = 0, 
40, 


(x cosa-+ysina) - (x cos(a-+ &) + » sin (a + &)) — 


so daß also Asymptote und zweite Polare des Kreispols 
Asymptoten sind. 

Die Polokonik der Parallelen zur Asymptote durch den 
Kreispol ist 


I @©, R 32, 2 2, @, 
: (wos atysin a — 2) (rose +34 ysin(a ++) 
j 20 
40, 20@, 5 
30, 3 @, 
-( 3 (x. sIına — y£0s a) + — sine) =O; 
20, 40, 


$. 23. Die Polokönik der Norman 
zur Asymptote durch den Kreispol und die der 
orthischen Geraden. 


Die Polokonik der Normalen zur Asymptote durch den 
‚Kreispol (x=s-cosa, y=s-sin.a) ist 


23 

©, 2, 2,’@, 
—,|2005a+ysna— — .)|X%Lösla Fre) Tysıaa 
©, 20, 20; 

2, w- i 

. 5) 
le (Aosa Vande 2 cos) oo 
© 20, 


oder 
; (2; 2 
(* 005a 7 ySNDO | OD co, 2, (23 cos a) x 
201 
2 
+ (05 @ı sin (a-+ e)— Q sinay+ 5 (2 05 @ı cos e— ) 
1 
oo. = 205 (05 01 cos e — 2? —o 


2 ws 


I; ) I 
eine Hyperbel, deren Asymptoten die Parallele x cosa+y sin a 
os 


m 20% = O7ZUF Asymptote der Kurve und die Gerade 


(0; w, cos (a + €) — cos a] x + [w, &; sin (a-+ &) — 2 sin a] y 


‚8 
23 2,0; 
+ —— (2 0, @, C0SE— 2) 


—Oo 
2 w° 2 


sind. 


— 33 — 
Für die Mittelpunktskurven wird diese Polokonik 


(x cosa-+ysina)(xcos(a+2)+ysin (a-+ e) — Fe cos?e—=o, 


1 


ebenfalls eine Hyperbel, deren Asymptoten die Asymptote 
der Kurve und die zweite Polare des Kreispols sind. 
3 Ss 


Setzen wir in die Gleichung der Polokonik E — z 
4° cos a 


N=0 00859 =—sima, SInp=cosa ein, so erhalten wir als Polo- 
konik der orthischen Greraden 


2 9% 


2 w° 40° 


rest ysine 


ey (03) 
>? g95 (a-+ &) cos? a]x 


1 
27 03 


80 


DV . | 
> sin (a+&)cos?a| v— 
Dy z 


9 
1 1 1 
cos? a N — 44) 


(0) | om 
+ _— 0, C08 a cos(a-+&)-+ EI 


3 
2 
1 20 


oder 


ae (8% — 40, @, 08 (a-+ €) cos a 


+21 39% — 40, 0, sin (a+ 2) sinal — 4x y 0, @ sin(2a+.) 
u h 3 2 Kae: 
— 203 o, (& cosa+ysina)+5| (0, + 2, 25 ©; ) 
1 


2 
+0,.c0se(3 & — ©, ©, cos )}—0 


& 24. Die Polokonik der zweiten Polare 
des Kreispols, sowie ihrer Parallelen und Normalen 
durch den Kreispol. 


Die Parameterform der zweiten Polare des Kreispols ist 
2, © 


Km m 
2 @, cos (a-+ €) 


— s:sin(a+e), y=S:-cos (a+e). Setzen 


wir die entsprechenden Werte von £&, n, cos @, sin g in die 
Gleichung der Polokonik ein, so erhalten wir 


Dos OR 
IH) — ne (a-+e)cosa— 
2». cos(a-+ &) 


2 


1) 2, 
+ sim a9] + |< Be 


sin a 
20, 2 ©, 08 (a-+ €) 
ee 
2,0, 32, 
re N 
2 w,c0s (a-+ €) 20, 


3 9,2, sın (a+ )) 
40,0, cos (a-+ €) 
el 


[2 827° (a+2)+1)cosa— 2 sin(a-+-8) cos(a+e)sina] x 


+ [(2 cos? (a+&)+ 1) sen a — 2 sin (a+&)cos(a-+e) cosa] | 
20 
2, © eer o, 
. 5: = cosa— ea ne cos (+2) er 
4 @, c05?(a-+e) 2:0 ,,0, C0S\o a) 
2 @ 3@ 
| 2 sina- sin lat) 
4 0, cos?(a+ €) 40, 
30, 2,o 3% 
en —— = 
3m, c08? re 30, 
2, @, » Du 
= | —— (2870 (a+E) Cosa -+ sine) + —z Sn (a+E) C0S (a+4) 
2 w, 20, 


2, MERKEN: 
Man rat +9l»-° Su 


2:0, 40,0, 


2 
2sin(a-+-) sine+cosa|x+|- 2cos(a+ )sine+sina| a 


sin (a-+ ) 


a 
2 


k 
i 


2°, 30,0, Fa= 3 ©- 
E = 0a ooslaä "cosr(a+alr 
@, or u 
422? o, 3 @; . 
= er 5 sen (a+ €) cos? (a+ JE 
9; SM 
3 


Diese Polokonik zerfällt für die Mittelpunktskurven in die 
Geraden 


(2 sin(a-+ e)sıne-+cosa) x + (— 2cos(a+e)sıne+sina)y=ound 
xcos(a +2) +ysin(a+e)=0. 


Die Polokonik der Parallelen zur zweiten Polare des Kreis- 
pols durch den Kreispol ist: 


Te9)=3% (x sin (a+ €) — y cos (a+ &))? 


j we 3 3; 
> . e(xsin(a+2)— vcos(a+E)+xcosa-+ysına— Br 


(25 o 
- 0,0, 1%c05s (a +8)+ ysın(a+e)+ = Me, 
2 @- 
9) 


Die Polokonik der Normalen zur zweiten Polare des Kreis- 
pols vom Kreispol x =s:.cos(a+e), y=s-sin(a-+te) ist 


2 
Te, 3 (x cos(a+e)+ y sın + 
1 


l2o 


_ C cos(a+ E) cos e+.cosa) x +(2 sin (a-+e) cose+ sin a) y— 


20, 
[3 »; i 2,0, | 
= lacosiarr es) tr YSinlar et — ==0: 
l4o, 2 0, | 


Diese zerfällt für den Fall der Mittelpunktskurve ebenfalls in 
zwei Grerade, nämlich 


xcos(a ++ ysin(a-+e=o 


und 


(2 cos (a-+8)cose-+cosa)x +(2sin(a-+e)cose+sinay= 0. 


Se 


Anhang. 


Die Hessesche Kovariante. 


Die Gleichung der Hesseschen Kurve unserer Circular- 
kurve ist 
AH 2 210,0, cos (a+ e) (a c0o®?a— ı)— 3 2 cos a‘ 
+2,93 (0,0, sin (a+e) (4sina— 1) — 3 2 sin a) 
+2 22 y1w,o, sin (a+2(4co?a— 1) — 3 2 sin a 
+80.@,cosasıinacos(a+ € \ 
Des: y 
+2 xy 10,0, cos (a-+ e) (asin?a— ı) — 3 er cos Qa 


+8@,@, cos asin a sin (a-+ e) 


\ 2 2,0, 3 [0% 2,0, ] 
a ten 2 (4 cos? a — 1) 

( @, o, 3 j 

200 0.000 | 

83 ie ee (4 sin? a— ı)2 

0) Or ) 


(2 sin (a+e) sin &+ cos a) 
2o, 


+8xy9,@, cosasınat+ 3x — 


3 Br @- 
_. cola +) — 209,0, cos | 


2 ©, 


4 
2 
2 W, 2 oO, 


2 2 

ww; 5 S 3 2 0; . 
+39 (2 cos (a + 8) sin &e — sin a) — 5 sin (at) 
94, 
7 
40 


— 20,0, sın A + (@, cos (2 (a-+ &)) 


+0,92, 0) = 0. 


Die Invarianten O,, O,, 0,” u.s. w.*) dieser Kurve stellen 


sich verhältnismäßig einfach in den Invarianten der Circular- 
kurve dar, so ist z.B. 


Miss 32 — 2 0,0, 608 e)? Als on, 


Es Er 0% — ©, @®, (1 —- 2 cos &) . (3 2 E= 0, o,(ı 19 cos &)y* 


Das Verschwinden dieser Invariante bedeutet bekanntlich, daß 
ein Asymptotenwinkel ein Rechter ist. Ferner ist 


O; = (45 2 — 20, @, cos: —9 > o,) 
=-139 — 0,0,(3 + 2008}. 39%+0, (3 — 2.005 2) 


ER — 0, — CO, = (6 2 run 


605.8)? 3 @- sonN 
[222 " 2 = 
00, -90,=640, 0. 
Das Verschwinden dieses letzteren Ausdrucks bedeutet, daß 


die Hessesche Kurve selbst Circularkurve ist. 
Der Kreispol der Hesseschen Kurve hat die Koordinaten 


j : ; N 
310; ©, (cos (a + &) — 2 sim a sın €) B 3 2, cosa, 


1 2 2 
(3. — 20,0, 608E)?— 9 > OR 


’ 
Kr 2, D) 


E 5 as 
a (0, a, (sen (late) + 2cosasıne)+ 3 4, sın a) 


Den ann. 2 DE 
(220° 07.0088 >= 90,0, 


Man sieht hieraus, daß für Q,’=o Kreispol der Hesse- 
schen Kurve und Kreispol der Circularkurve zusammenfallen. 
Für den Fall der Mittelpunktskurve wird die Gleichung 
der Hesseschen Kurve: 
x? cos (a-+&) (4 cos?a— 1) 4-9? sin (a-+ 8) (4 sin?a — ı) 
+22y1 sin (a--e)(4 cos®®a— 1) + 8 cos a sin a cos (a+e) \ 


+27? ) cos (a-+ e) (4 sin?a— 1)+8cosasimasın(a-+e) } 


0) 
2 (— 2 sın (a+ e) sin e+ cos a) 
4 0 


+3% 


ee (2.008 (a + e) sine —sina) = 0. 
40, 


SYEVEEASA 4. 


Da die Terme zweiter Ordnung und das absolute Glied 
fehlen, so hat die Hessesche Kurve einer Circularkurve mit 
Mittelpunkt im Kreispol gleichfalls einen Mittelpunkt, der 
zugleich Wendepunkt ist. Die drei Asymptoten der Hesseschen 
Kurve gehen durch diesen Punkt. 

Die Glieder dritter Dimension kann man noch folgender- 
maßen zusammenfassen: 


[x cos(a+ ©) +ysin(a-+ 8] - [x?(4 co?a— ı)+8xysinacosa 
+9y? (4 sın?a— ı)]. 
woraus folgt, daß die zweite Polare des Kreispols, übrigens 


Wendetangente der Circularkurve im Kreispol, eine Asymptote 
der Hesseschen Kurve ist. 
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